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MES Il (1W+1L)
Wyktady (7x2 godz.+1godz. na kolokwium)

Laboratoria komputerowe (15 godz.) 2 4 spotkania Sroda 16-19 (bez przerw) od 22.04

Konsultacje na MS Teams

W semestrze przewidziane 1 kolokwium (oceniane w skali od 0 do 5) = 15 kwietnia

Zaliczenie wyktadu — ocena min. 2,75 (3-)
Zaliczenie laboratorium — na zasadach ustalonych z prowadzgcym lab.
Zaliczenie przedmiotu — wymagane zaliczenie obu czesci (wykfad i lab.)
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Metody przyblizone w analizie osrodkow ciggtych

Wyktad (15h):

Przypomnienie wiadomosci z MES1

Stacjonarny przeptyw ciepta i naprezenia termiczne.

Wprowadzenie do dynamiki konstrukcji, drgania swobodne.

Zagadnienia nieliniowe w mechanice konstrukcji - podstawowe techniki numeryczne.
Zagadnienia nieliniowe materiatowo i kontakt

Zagadnienia statecznosci

N o Ok w0 Nh =

Modelowanie kompozytow

Od 6smego tygodnia nie bedzie wyktadow tylko Laboratorium w sali 129: sroda 16-19
Grupa 1: 15.04; 29.04, 13.05, 27.05,
Grupa 2: 22.04; 06.05; 20.05; 10.06

Laboratorium komputerowe (15h):
Modelowanie prostych zagadnien: naprezenia termiczne, zagadnienia kontaktu, plastycznos¢ i naprezenia wtasne, drgania

swobodne, wyboczenia konstrukcji powtokowej, modelowania parametrycznego i optymalizacji ksztattu
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Metody przyblizone w analizie osrodkow ciggtych
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Konstrukcje odksztatcalne mogg by¢ badane:

-  metodami doswiadczalnymi (koszt i czasochtonnosc)

- metodami teoretycznymi:
* analitycznymi (tylko proste modele)

* numerycznymi (metody przyblizone) — MRS, MEB, MES

()

Metoda réZnic Metoda elementow Metoda elementow
skonczonych (MRS) brzegowych (MEB) skoiczonych (MES)
Réownania rozniczkowe Catkowe rownani Minimalizacja
czastkowe brzegowe funkcjonaku
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W metodach przyblizonych problem poszukiwania nieznanych funkcji
(np. opisujgcych pole przemieszczeri) zastepowany jest przez problem
poszukiwania skoriczonej liczby parametrow.




Zasada minimum catkowitej energii potencjalnej

Metoda elementdw skoriczonych w statyce konstrukcji przedstawiana jest zwykle jako

metoda przyblizona, wykorzystujgca twierdzenie o minimum catkowitej energii potencjalnej
uktadu odksztatcalnego.

Catkowita energia potencjalna uktadu odksztatcalnego:

_____________________________________________________

z ) —obszar,I' — brzeg, u; — wektor przemieszczenia,
0;j — tensor naprezenia , p; — obcigzenie powierzchniowe ,
x Y g;j — tensor odksztakcenia X; — sity masowe

Zasada minimum catkowitej energii potencjalnej méwi, ze:
Ze wszystkich geometrycznie dopuszczalnych postaci przemieszczen, ktérym moze
podlega¢ ustrdj sprezysty, wystgpi ta, dla ktérej funkcjonat catkowitej energii
potencjalnej osiggnie warto$s¢ minimalng. """ """ T !

" V=U—-W =min!|

—— e o e e o o = = = = = = = ]

V- funkcjonat (poszukiwanej funkcji u(x) przypisuje liczbe)

Minimalizacja funkcjonatu jest zadaniem rachunku wariacyjnego




Przyktad wyznaczenia linii ugiecia belki

w(x)

q(x)

7

. 2 /
dT dM

= —| |T = —
1 dx dx
< L >
i . = = = = dw
Warunki brzegowe: (w(x =0)=0| (wx=L)=0 (x=0)=0
dx
Rdwnanie rozniczkowe Zasada minimum catkowitej energii potencjalnej
d? d*w lub 1 (- L
E — V(iw) = —j E] (Ww")?dx —j ()w(x) dx = min
dxz(]dxz) q(x) 2 Jg ! oq
#w(x) — funkcja przyblizona || w(x) - nieznana funkcja Funkcja przyblizona (aproksymujqca):
n
/ wx) = ) a; gi(x)

i=1

Aproksymacija: parametryczna lub weztowa
globalna lub lokalna




Metoda Ritza

(zamienia poszukiwanie minimum funkcjonatu w poszukiwanie minimum funkcji wielu zmiennych)

Wprowadzmy funkcje aproksymujaca:
(moze to byc szereg potegowy lub Fouriera)

n~~

W(x)= a, 'gl(x)+a2 -gz(x)+...+an gn(x)

Funkcja aproksymujaca jest kombinacjg liniowa nieznanych parametréw a;
i znanych funkcji geometrycznie dopuszczalnych g;(x)

Po podstawieniu tej funkcji do wyrazenia na catkowita energie potencjalna
otrzymamy funkcje parametréw a; :

2

1 L L
V=—LE](W")2dx—j0q(x)W(x)dx —  V=f(a,ay,..a,)

Teraz nalezy znalez¢ minimum funkgciji:

oV —0 To jest uktad r-n
oa algebraicznych liniowych

Wy W
oa, oa,
— d; — W(x)




Zadanie 1: belka wspornikowa

Do Rozwigz metodg Ritza belke wspornikowg

uzywajac dang funkcje aproksymujaca:

3

W{x):al ‘a,-x+a, X" +a,-x

Warunki brzegowe: W(x =0)=0 =P alzo (6= 0)= O - az=

Aby funkcja spetniata warunki geometryczne:

~( \__ 2 3
w/(x)—a3-x +a,-x

Energia potencjalna:

* W’(x): 2a3 .x_|_3a4 x2 *W}”(X): 2613 +6Cl4 X

Po Dodstawwmu funkcji at)roksvmul acej:

:%jEJ[w"(x)]zdx—jpo( ) w(x )dx _> V jEJ [ ()] dx— Ipo (x )dx

(2a, +6a,x) dx— poj(a3x2 +a,x’ )dx

/

0

(4cz3 +24a,a,x+36a;x )dx—poj(%xz +a,x’ )dx

[

g 10




Zadanie 1: belka wspornikowa (c.d.)

(4a§ +24a,a,x+36a;x’ )dx — poj(a3x2 +a,x’ )dx

0

£J
V 2

O'—.N

/ /
EJ 2 2 2.3 1 30 4
V=% (4a3x+12a3a4x +12a,x 10—p0(§a3x + 4 a,x ]0

V =2 (4a2 +12a,a, +12a21 )~ p,(Layl* + 1 a,l*)

Warunek minimum funkcji:

,
o _ 0 =P V _ & (81a3 +1212a4)—%p013 =0 _ 5 pl’
oa, oa, 43 =21 FJ,

q >

!
a_V:o - v :€J(1212a3+24l3a4)—ip014=O§ a, =—= -
\8614 aa4 d

2
~ __ 5 Dol 2 1 p 3
Ostateczna funkcja aproksymujgca: W(X ) Y E?/y X 1 E;y "X

11




Zadanie 1: belka wspornikowa (c.d.)

2
Ostateczna funkcja aproksymujaca: N( )_il’ol ] 1 Pl .3
Wx_24EJy X 12EJyx
Przyblizenie momentu gnacego:
~n | % . i 2 _
W, =B () > W1,0)=3nl - sp
PrzybI|zen|e sity tnace;j:
~ o2l _ 1
T=EJ#(x) = T(x)=—1p/
Rozwigzanie Sciste: 72
_ 6 Pol” 2 2 Py 3,1 P 4
W(X)— 24 EJ, X 12 EJ, 24 EJ, X

12




Zadanie 1: belka wspornikowa (c.d.)

Rozwigzanie przyblizone:

Rozwigzanie Sciste:

~ 5 0p 12 2 1 Pol 3 2
W)= -t = wlx)= S0P
| / _ 5 2 _1 2
—a — . 1

Mg(x) 12pOl 2pOI X Mg(X)—Epo(l—X)
7(+)— _ 1 _
T(X)——3p01 T(x)=—p,(l - x)

%pOlz\A Mg(x)

2% 5 12 // ~
W(x) 1 Pot 7] Mg(x) 1 12
6% i N —12Po
11% A W(.X) \_ lf
_é > x | \l &
[
l)=0.1252- w(t)=0.125%7 N T(x) ]
4 4 > X
(31)=0.0824 w(31)=0.084 % / -
W(L1)=0.0422 w(11)=0.0442L —1pll” < )
W(L1)=0.01225 w(11)=0.01324 o
' — Dyl 13




MES - Element belkowy (zginanie w jednej ptaszczyznie)

W:
A1":|1

w(¢)
/5

W45

e
C

@

By
2

i

Zatdézmy przyblizenie funkcji ugiecia w elemencie:

Wektor parametrow weztowych

{q}e =

q1
q>
q3
qa

e

:q4

d,, O3 — przemieszczenia
poprzeczne w weztach
d,, d, — katy ugiecia w weztach
(dodatnie znaki w kierunku
przeciwzegarowym)

n=2; ny,=2 2 ny=n-n,=4

w(S) = +a2§+a3§2 +054§3

Wymagane sg jednak nowe parametry: wy,w,, 61, 0,

Aproksymacja weztowa:

w(g) = ZNi(f)%

w(&) = N() J{q},

14




Element belkowy - relacja pomiedzy @, &,, 0., i ¢,,9,,95.9,

W, =0 W.=
WE) =a b+ o +ad Vo MO
2% )G)z—ch
—_—
przemieszczenie w wezle 1= 41 = w0)=a, | 3
kat ugiecia w wezle 1 -> q, = d_w(()) =a,, ®__ le ___®
dg
przemieszczenie w wezle2 D g =w(l)=a, +a,l, +a,l’ +a,l’,
. . d
kat ugiecia w wezle 2 > q, = d_g([) =, +2a,l, +30£4lj.
W zapisie macierzowym: L1 o100
rql \ 1 0 0 0 (0!1\ ral 0 1 0 0 (%\
9, | 0 1 0 0 ||, <a2>: <Qz>
oo 7| T [l = | 2] 2] 2 ]2
0|1 (20 |3 ||« O o ) O ¢
- o T 201201
Lol Lk
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Element belkowy — funkcje ksztattu

Przemieszczenie aproksymowane mozna przedstawi¢ w postaci:

ral\ rq;
-M@=U@ﬁ%$ﬁZ%=DM@»%@LM@mNmﬂk?&
ka4/ \Q4J

2 S ND g =1 N(6) =1
Nl(f):1—39;—2+29;—3, Nl 1 =1
g & w
2(5) g 2_+I_29 le!? Lz
; N,(¢)
Ny(&) = 35~ai,
g2 3
O =42 -




Element belkowy - funkcje ksztattu i ich pochodne

'\ I 2N I 3
N”‘%{jg }l\] d ! ,\/:OLN

(l

Dla pierwszej funkcji ksztattu:
l__ & b 2 0 5. 12 w2
NA* [é’-g +123§ M"_'[Cz*_ig N/::'L?”

Dla pozostatych funkcji ksztattu:

l Bt B2 b T .5 Y b
NZ: 1’le§+le2§ ,N,_— Le+[,}§ ,M"\f
6 (_6 (2 h_ 6 _1{2 |ll:__i}

Nbl“ o £ L & , Na i 5 ) N L
;i u_ &

N = '?[ZE*'&ZEZ g A

17




Element belkowy — catkowita energia potencjalna

Funkcja ugiecia i jej pochodne: w(s) = LN(f)_I {Q}e ’
W) =N Hdl.
W)= N"(9) J{d},-

Catkowita energia potencjalna belki o dtugosci /.:

V,=U, -, = % [v(@y dé-[ pemede

=%fw"<§>w"<§>d§——f La ] AN}V J{a}, d¢

[ Nl " Nl 4 Nl N2 Nl N3 Nl 4 N4 "
le 4 " " " " l4 4 "

4 l4 4 /4 /4 4 4 4
o| NN NN, NN, NN,

" 4 4 4 4 " " 4
NN NN ON'NON'N

18




Element belkowy — macierz sztywnosci

Energia sprezysta belki:

U, = La).[k]. {a},

Macierz sztywnosci elementu belkowego:

i le. le. 14 " le. " " le. /4 /4
|N'N'ds |N'Njag [N/N/ds [N'N,ds
0 0 0 0
A A A I,
| Nz”Nl”dé | N2”N2”d§ | N2”N3”d§ | N2”N4”d§
0 0 0 0
[k]e - EI lc,. IL; l(,. IL;
| N3”N1”d§ | N3”N2”d§ | N3”N3”d§ | N3”N4lld§
0 0 0 0
ZL,. le; Ze. l%
| N4”N1”d§ | N4”N2”d§ | N4”N3”d§ | N4”N4”d§
L O 0 0 0
6 3 -6 3l
2 2
k] = 2FEI| 31, 27 =3I, [
e 713
Pl-6 =3 6 -3
2 2
3, 2 3L 27
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Element belkowy - sity zastepcze

Praca obcigzenia zewnetrznego: Wt = Ip(g)w(f)df = Ip(f) I_N(QE)J{Q}e d&

= TLNl(f)p(f)a N()pE), Ny(HpE), N, (& p©) | {4}, d¢,

R
q,

W2 =| B R | S ‘j = F],{q}.
3

\q4)

le
Weztowe sity zstepcze od wydatku ciggtego: F,” = J‘Ni (E)p(&)de
0
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Zadanie 2: sity zastepcze dla wydatku statego

le
Weztowe sity zstepcze od wydatku ciggtego:  F, = INi E)p(&)dE
0

Dla wydatku statego:

% A TN — Ilr{ et oy 3 g = e le
R O U k.
i ‘ de i
i l = ~_2'_ o 1 3 3 \:] — ﬂl‘_t'
Be e 8 LU0 erir e
itd.
e e Dol
fr=h= 2 Pole Pole
. D’ 2 ol 2
b= 12 12
—p12 @ @
Fe_ 0% p
12 0




Element belkowy — zestawienie funkcji poszukiwanych

17—
a4 9= 9s A 9%
e — - LOY-[e:Lq’h?’a%q"J
.._..72 E@ L 4“([’
Ugigcie: w( g) =|N |- {%ge —  Wielomian stopnia 3-go
144 4

Moment M_lj (g) _ Ej) hf" - Ejj LNE]{qge — Funkcja liniowa

ghqcy: Ax Y e
sita 'E (g) - "Ejj wh= - Ejb LN"'J .{oﬁe — Funkcja stata
thgca: Avb gx
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Element belkowy — uktad rownan

Catkowita energia potencjalna elementu belkowego:

V.=U W, =%L6]Je[k]e {Q}e _LqJe{F}e

Ix4 4x4 4x1 Ix4 4x1
Warunek minimalizacji catkowitej energii potencjalnej:
GV;:O i=1,23,...,n
g,
6 |3, | -6 |3 |(q) (F
2 2
K], {a}, =17}, == 2Tt =
e 27Je ¢ =63 6 |-3L1]q F,
3| L7 |30 | 207 |\9s), (£




Zadanie 3 belka wspornikowa obcigzona statym wydatkiem (jeden element)

AN W70 Wektor parametréw weztowych
@ @1=q2 ®2=q4 W1 d1 0
- )6 Jaz| )0
SN SN (7] @e=3wnt =Var( =1a.
le & [ 92/ \d4), \q e ..
| L F |
s JY e | s |
pOe pOe : H L2 2 |
| e e e e = V) |
@)12 Sity zastepcze 12& izfl i E < > = < p_ol >i
T 7 T 1 1 [ @ [ _d: _531 6 | -3/ q; 2
3 ) ||
i - L 12 )
2EI )/
3lq4)—p 0 1 pJ 1 pJ°
2 ‘ q = — po q —_— p()
2E] s =pl 8 EI||™ 6 EI
+20°q,) = T

w@):;zv,-(f)qi G e e e -1
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Przyktad belka wspornikowa obcigzona statym wydatkiem (jeden element)

28 (¢ Lg.) = N
Reakcje: ( 2+ 3t %) Cs &
N F, !
R - e o B TR ) i 283 B 2
2E13l- --2&3---—3;---4’----{-0J 50', TE -34- (%/5 + ’E Q?A) R + -F—
IR AR A
3| 2|32 g) |-pd? ‘ zZ
....................... q ___________ f; _____ Q A= = Poﬂ‘ E 2= M
_Ipdt | 1pl ﬁ@ Z
S || M Tk C%
Moment gnacy: PQQ‘L
Mg= E3- w“(g) - E3-ZNG)-¢
Mg= B3 ( NSG)-9 + NI G)- 90)
Mg= 55 k- - o sall L0
%polz/v 4 Ng(x

Jak w rozwigzaniu Ritza !
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H M M,
Zadanie 4 1 W1y 41y (0) (F1)
P 61 CIz O Fz
W2l _)4q3| _)q _J-—P
) 3 @0, (Vs (" a ( F=y y, (
ﬁ; W3 ds 0 F5
AL B2 | c \05) \q¢) \q4) \M,, J
6 | 6 | o \ j
st | 22 | - P SR A
opl | 6 | 3 | eve | o6 | 3 1210|3114 —P
(K] = = ’ 2 Tar | P b= M
E 30 A BT EEET T £ s ( =My ¢
"""""" s o[ 6 | @ 3| I 207 ||gs) M,
31 P 3l 2r /
(q,]  [w,] , 71 | 31 | -121 |(-P]
$q. =<6, =—— 31 | 15 | =12 kM
h | 96EI !
9] |65 121 | -12 | 48 || M,
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Zadanie 5 belka wspornikowa obcigzona statym wydatkiem (trzy elementy)

Wektor parametrow weztowych:

(@] [wm)
3]
@t) e P le q, 6,
d; W,
e= 3 M 4, 82
gi=3 =1 >
{ } qs W;
Energia sprezysta w kazdym elemencie: qs 0,
_ q W
—LCIJ ——|_61J[k 144} 1 e
IxN  NxN e Nxl 4s) Y4

Rozszerzone macierze sztywnosci elementéw:

- ], - ] -

a1 42, G5 4 a3 44, 45 ds 140, 47 15
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Zadanie 5 belka wspornikowa obcigzona statym wydatkiem (trzy elementy)

_ _ _ _ LE 1 LE 1
Energia sprezysta catej belki: _ _ 1 * _
v=3u. =30 2] Jig) =3l )[K)g
e=1 i=1
. . . 1
Catkowita energia potencjalna uktadu: |/ =] — VVZ = 5 LqJ [K] {q} — LqJ {F}
Warunek minimum catkowitej energii potencjalnej uktadu: 5_V =0 i=1,2,3,....n
aq,
[K] {q} — {F} + przemieszczeniowe warunki brzegowe
q,
Mq(g):E[w"(g):E][NI",N;,N!,N:J Ll Mq(«f){ll—f(f —%)ql+l%(§ —%k)qz—ll—f(f —%)q3+l%(§ —%‘f)m}m,
(’Z3 ¢ e e e
4, ],
o)
" " " m |49, _ 12 6
T(&)=—EMW"(&) =EJLN1 ,N, ,N, ,N, J . T(O)=- 1—3(611 —q3)+l—2(612 +q,) |EL
q3 e e
q4),
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Zadanie 5 belka wspornikowa obcigzona statym wydatkiem (trzy elementy)

ki | ko | K ki 0 0 0|0
ky |k k,, K, 0 0 0| 0
el [e e T+ & | & oo
Ve e+ 2| K ke | O |0
0 ﬂ k;l k322
0] 0 k2 k;,
0] o0 0 0
0] o 0 0
A s B e e R F
3, |22 | 3Ll 2l ol o [ 0|0 5
-8l 1i2] o]l =|3] o] o0 . P gf‘?
2E] 31, ; 0 | 42| -3L| 2 0 0 q, pl.
. d | b | -6 gs M
qa | o | 3L Tl |pan
4 2
o |0 | o 45 pols
d | o | o 12

q{

q,
q;
q,
qs
qs
q;

qs |

o B, IS e TS I i

T
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Typowe obliczenia MES

1. Wyznaczenie macierzy sztywnosci elementéw  [£],

2. Agregacja macierzy elementéw w macierzy globalne; [K]

3. Wyznaczenie wektora obcigzen zastepczych {F}

4. Wprowadzenie warunkéw brzegowych — wyznaczenie wszystkich
poszukiwanych parametrow {q}

5. Wyznaczenie sit wewnetrznych (momentdw i sit tngcych) oraz naprezen

normalnych i stycznych

29




Przyktady elementéw skonczonych

Typ n, — liczba stopni swobody w elemencie skonczonym

30




Elementy rachunku macierzowego

Przedstawione ponizej informacje stanowig krétkie przypomnienie elementéw rachunku
macierzowego niezbedne dla zrozumienia podstaw metody elementdw skonczonych.

Macierza prostokatna [a, ] o wymiarach mXn nazywamy funkcje, ktéra kazdej
uporzadkowanej parze zmiennych naturalnych (,k), i=12,...m, k=12,...n

przyporzadkowuje liczbe rzeczywista a,. Macierz zapisuyjemy w postact tablicy

prostokatne] majace) m wierszy 1 n kolumn:

a a a e a
11 12 13 1n
a a a eoa
— —| 21 22 23 2n
[4]=[a, |=| > 2 B % (D.1)
Hrxn
a a a v a
| ml m2 m3 mn _

W przypadku, gdy m =n macierz nazywamy kwadratowa.

Macierza diagonalna nazywamy macierz kwadratowa, w ktorej wszystkie elementy poza
lezacymi na glownej przekatnej (diagonali) sg rowne zeru (a; =0,i# j).

Macierz | 4] nazywaé bedziemy wektorem-kolumna i oznaczaé {4} ={a,} i=1,2,...,m.

mxl1

Macierz | 4] nazywaé bedziemy wektorem-wierszem i oznaczaé |_A_' = |_af_| i=1,2,..,n.

Ixn

31




Elementy rachunku macierzowego

Macierza pasmowa nazywamy macierz kwadratowa, ktorej wszystkie niezerowe
elementy leza na przekatne; gtldwnej (diagonali) 1 w &£ rownoleglych do diagonali liniach
z kazdej strony (a;, =0 jesh ‘r’ —j| > k). (2k +1) — szerokoscia pasma macierzy [A]

Macierza jednostkowa o wymiarze n

nazywamy macierz diagonalng

[A] = \ o jednostkowych elementach niezerowych

[11=[0;1=

o o o =
o o = O
o = O O
- o o O

o0,=lgdyi=k,o0,=0,gdvi#k.

: . . T
Macierzg transponowana macierzy [A4]=[aj};] nazywamy macierz [4] =[a;; ] powstala

TR FAm

. . . . . , ;o T . T
przez przestawienie wierszy 1 kolumn. W szczegdlnosci mamy LqJ :{q} 1 {q} = LqJ .

. . .. T
Macierza symetryczng nazywamy macierz kwadratowa, dla ktorej [4]" =[4] (a, =ay,).
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Podstawowe dziatania na macierzach

Suma macierzy | 4| =[a,] i [B|=[b, ] nazywamy macierz [C|=[a, +b,].

mxn

1> mxn

Operacja dodawania macierzy wymaga zgodnosci wymiarow macierzy sktadowych.

lloczynem macierzy [A|=[a;]| przez liczbe rzeczywista A nazywamy macierz |B] =[Aa ]

mxn

nxn

Iloczynem macierzy |A4|=[a, ] przez macierz [B]:[bfk]nazywamy macierz [C]=[c;]

mxn nxp mxp

i=1,2,....m,

taka, ze: c, =) a.b, : (D.3)
f ; 7 k=12,....p.

Mnozenie macierzy jest mozliwe jedynie w przypadku, gdy liczba kolumn pierwsze)
macierzy jest rowna liczbie wierszy drugiej] macierzy.
Mnozenie macierzy nie jest przemienne ([A][B]#[B][4]).
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Mnozenie macierzy schematem Falka

H
b
_ _ 11
Cir = Z a:jbjk =ayby +a,by +...+a,b,
J=l1
_bnl
a4 Ay 1
ay

S R I

_aml T e Ay, i _C!ﬂl

Wybrane wlasnosci dzialan na macierzach
L [A]-(IBI[C]) = ([4]-[B)-[C]

2. o A]-[B]=(al4])-[B]=[4]-(B])
3. (I41[B]) =[BITAY

mp
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Wyznacznik macierzy

Wyznacznikiem macierzy kwadratowe; [4] =[a,] nazywamy liczb¢ rzeczywistg
X

det[ A], ktora zdefiniowana jest przez zwiazki
1) dlan=1 det|4]=a,

1x1

2) dlan=2 det[4]|=aq, a,—a, a, (D.7)

22
3) dla n =3 wyznacznik obliczy¢ mozna wybierajac dowolny wiersz r
1 stosowac tzw. rozwini¢cle Laplace'a
det| 4| =a, 0, +a,,0, + +a,0, =) a0, (D.8)

a_. nazywamy dopelnieniem algebraicznym elementu a_ macierzy [A] 1

obliczamy wg wzoru

o, = (~1)* det| M, (D.9)
gdzie [M,] jest podmacierzg macierzy [A] powstalg przez wykreslenie
r-tego wiersza 1 j-te] kolumny macierzy [A4].

W szczegolnoscl dla » =3 otrzymamy wybiterajge » =1

det[A]=ay, (a5, a33 - Ayy *a3,) —ay, (Ayy - A3 — Ayy - a3y) T a3 (ay, A3y — Ay, - Ay)

Macierz, ktore] wyznacznik jest rowny zeru nazywamy macierzg osobliwg.
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Elementy rachunku macierzowego

Rzedem macierzy 4 nazywamy najwickszy wymiar podmacierzy kwadratowe) powstalej
przez wykreslente czese1r wierszy 1 kolumn, dla ktérej wyznacznik jest réozny od zera.
Rz¢dem macierzy nieosobliwe) o wymiarze » jest wige n. Rzad macierzy osobliwe) jest
mniejszy niZ jego wymiar.

Wybrane wlasnosc1 wyznacznika:

1. Jezeli jakiekolwiek dwa wiersze (kolumny) sa liniowo zalezne (daja si¢

przedstawi¢ w postact liniowe; kombinacji pozostalych) to wartose
wyznacznika jest rGwna zeru.

2. det[A]=det[ 4] .

3. Wyznacznik macierzy diagonalne; jest rowny iloczynowi je; elementow

diagonalnych.

4. det([4]-[B]) = det[ 4] det[B].
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Macierz odwrotna. Uktad réwnan liniowych

; . ; . ; . -1 .
Macierzg odwrotng nieosobliwej macierzy | 4| nazywamy macierz [A]" taka. Ze

[A]-[AT =[4T (4] =[11=[6,].

Istnieje dokladnie jedna macierz odwrotna macierzy nieosobliwe;

A" =[]

det 4
gdzie a, sg dopelnieniami algebraicznymi elementow a, macierzy [A].

Uklad m rownan lintowych z » niewiadomymi

> ax =b (i=12,--.m)
J=1

zapisaC mozna w postaci macierzowej

[4]{x} ={?]

mxn mxl ]
Uklad nazywamy sprzecznym, gdy nie posiada zadnego rozwigzania, oznaczonym - gdy
posiada dokladnie jedno rozwigzanie, albo nieoznaczonym, gdy posiada nieskonczenie
wiele rozwiazan.
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PRZYKLEAD 1

S R

Niech [;ﬂ =

N
@)

Wedlug schematu Falka:

5
ezyli [C]=[A4]-[A4] =] 11
17

Przyktady

. Obliczmy [ 4]- [A]T .

1
2
(1 2] 5
3 11
5 6|17
11 17]
25 391
39 61

11
25
39
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Przyktady

PRZYKLAD 3
2 1 1

Niech [A]=|1 1 0. Wyzaczyc [A]_l.
0 0 1

Wyznaczamy najpierw wartos¢ wyznacznika:
det[A]=2-(-1)"-(1-1-0-0)+1-(-1)*-1-1-0-0)+1-(-=D*-1-0-1-0)=2—1=1
det[A]=1.

Oznacza to, ze 1stnieje macierz odwrotna. Macierz dopelnien algebraicznych jest w tym przypadku réwna:

1 -1 0
[e,]=| -1 2 0]
Stad [A] = — le, | b
det[ A] SR
[A]'=|-1 2 1
0 0 1
Sprawdzamy:
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Przyktady

sposob zapisu lokalnego wektora parametrow wezfowych

wektor — kolumna wektor — wiersz
(U1

Wy lgle = Uy, v, We, oo, Uy, U, W, |6
. 1Xn,
{q}e =9 ‘¢

ng X 1 un
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